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双曲旋转薄壳弯曲问题
理论计算方法研究

扫码阅读全文

张二，闵少松*，滑林，刘聪，陈国涛*

海军工程大学 舰船与海洋学院，湖北 武汉 430033

摘    要:［目的］为分析双曲旋转薄壳的弯曲特性，基于欧拉−伯努利梁理论，将双曲旋转薄壳弯曲这一复杂

的二维力学问题简化为一维壳带梁弯曲问题。［方法］通过分析壳带梁受力及变形特点，建立结构力学模

型；结合板壳弹性变形的物理方程以及单跨梁复杂弯曲微分方程，建立双曲旋转薄壳弯曲微分方程；选取跨

中中面环向应力这一耐压结构常用的标志性应力，提出典型的应力计算经验公式；基于 ANSYS 开展双曲旋

转薄壳弯曲问题仿真，验证典型应力计算公式的准确性。［结果］结果显示，所提跨中中面环向应力计算经

验公式的计算结果与数值仿真结果间的误差约为 2.3%，表明该公式在预报典型应力方面具有较高的精度，验

证了所提双曲旋转薄壳弯曲问题理论计算方法的正确性。［结论］所提方法可为类似结构的设计与优化提

供借鉴。
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0    引　言

无人水下航行器 (UUV) 以其使用灵活、作业

效率高、隐蔽性好、任务重构能力强、成本低等

特点，近年来发展迅猛 [1-2]。潜航器的潜深越大，安

全性越高。潜深每增加 100 m，在水面可以探测

到的潜器噪音将下降 10 dB，水面舰艇的探测能

力也将同时下降 16%，反潜武器的打击能力下降

约 22%，而世界上绝大多数反潜武器的打击深度

未超过 500 m[3-5]。在材料强度有限的情况下，潜器

的下潜深度是靠牺牲重量和空间尺寸来实现的。

对于 600 MPa 级高强钢，300 m 潜深载人潜器耐

压结构的容重比约为 20%，1 000 m 潜深载人潜器

耐压结构的容重比约为 50%[6-7]。传统的环肋圆柱

壳设计潜力不足，在保证容重比不大幅提高的前

提下，采用材料创新或是结构创新是提升潜深的

有效途径。

在材料方面，目前多选用铝合金、钛合金和

复合材料等，这些材料均具有较好的屈强比，但

材料的弹性模量较低。当潜深超过 1 000 m 时，

材料的低弹性模量易引起结构的稳定性问题。在

结构形式方面，潜深小于 800 m 的耐压艇体多为

环肋圆柱壳结构形式；潜深大于 2 000 m 的耐压

艇体多为球形；而潜深在 800～2 000 m 之间的耐

压艇体，其结构形式较多，常见的有圆柱壳、球壳

等 [8-9]。圆柱壳便于内部布置，但承载力稍显不足；

球壳的承载能力最优，但内部空间利用率不高；

蛋形壳的承载能力相对较好，但加工难度极大[10-11]。

采用纵向曲率变化相对较小的双曲旋转薄壳结构

是一个居中的选择，例如椭球形薄壳就是学者们

关注较多的一种典型的双曲旋转薄壳。Elsayed
等 [12-15] 针对截面为椭圆形的复合材料耐压柱壳结

构，研究了椭圆半径、环肋间距、复合材料纤维厚

度和铺设角度等参数对结构强度的影响以及其灵

敏度系数，给出了复合材料椭圆形截面耐压结构

的破坏强度以及屈曲载荷；同时，还对椭圆耐压

船体在非接触水下爆炸作用下的特性进行了数值

模拟，并给出了塑性应变和湿表面位移、速度和
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Mises 应力的时间历程。锥−环−柱（锥）也是一种

双曲旋转薄壳结构，荆腾等 [16-17] 针对该型结构，开

展了强度、稳定性、极限承载能力等力学性能的

数值仿真研究，结果表明，中部环壳以其几何优

势提升了纵向抗弯刚度，并且降低了纵向应力。

目前，针对双曲薄壳的研究方法以数值仿真计算

和模型试验为主；理论推导多基于薄壳理论、一

阶（高阶）剪切变形理论等，推导过程复杂、不易

复现 [18]。

本文将以 UUV 耐压结构的应用为背景，以双

曲旋转薄壳弯曲问题为研究对象，基于欧拉−伯
努利梁理论建立该型结构弯曲问题的理论计算模

型，然后以 ANSYS 数值计算结果为基准，开展理

论计算模型适应性研究，为该型结构的设计与优

化提供参考。 

1    双曲旋转薄壳尺度特征

双曲率旋转壳结构是由一条特定的曲线绕轴

线旋转一周而得出，该曲线称作旋转壳的母线，

也可称之为经线，其横截面为圆形，横向轮廓线

可称为纬线。母线所在面可视为壳体的中面，旋

转壳示意图如图 1 和图 2 所示。图 1 中，r0 为薄

壳端部旋转半径，r 为跨中任意一点处的旋转半

径，b 为跨中处旋转半径，L 为跨长。
  

y

b r

x

r0r0

L/2

图 1　双曲旋转薄壳母线示意图

Fig. 1    Schematic diagram of hyperbolic rotating thin shell busbar
 

  

图 2　双曲旋转薄壳三维结构意图

Fig. 2    3D structure of a hyperbolic rotating thin shell
 

考虑到 UUV 的工程应用，双曲旋转薄壳中部

区域的曲率不宜过大，否则不利于内部空间的利

用。当纵向曲率变化不大时，双曲旋转薄壳的第

2 曲率半径在一定范围内变化亦不大。以双曲率

旋转形成的椭球形薄壳为例，其母线表达式如下：

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (1)

式中：a 为长半轴；b 为短半轴。

a = nb

x = L/2

假定 （n 为无量纲系数，表征椭球长轴

与短轴之比），则当 时，

r0 =

√
b2−
( L
2n

)2
(2)

r0/b ⩾ 0.95当 时，存在如下关系：

r0

b
=

√
1−
( L
2a

)2
⩾ 0.95⇒ L

2a
⩽ 0.312 225 (3)

注意，式 （1）～式 （3）的计算均未限定 a，b，
n 的具体数值，因此其适用于任意形状比例的椭

圆（椭球）。由式（3）可知，对于椭球形双曲旋转

薄壳，当薄壳舱段长度不大于长轴的 0.31 倍时，

薄壳纵向曲率变化不超过 5%。

φ

对于任意形状的双曲旋转薄壳，通常以第 1
曲率半径 R1 和第 2 曲率半径 R2 来描述其弯曲特

性，如图 3 所示。图中，选择薄壳的一条经线 Ocm
为例 ，平行圆与该经线相交于 c 点。过 c 点的

法线与旋转轴相较于 O′点，二者之间的夹角为 。
 
 

O

n

cr

φ

O′

m R
2

R
1

经线

平行圆

图 3　中面曲率半径示意图

Fig. 3    Schematic  diagram  of  the  radius  of  curvature  for  the  mid-
surface

 

曲率半径计算公式如下：

R1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ [1+ (r′(x))2]
3
2

r′′(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
R2(x) = r(x)

√
1+ (r′(x))2


(4)

 

2    弯曲理论计算模型的建立
 

2.1    结构力学模型的建立

双曲旋转薄壳在静水外压作用下产生的弯曲

变形属于薄壳的二维平面应力问题，其基本方程
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由平衡方程、几何方程和物理方程等构成，方程

数量较多，求解较为困难。考虑到静水外压下双

曲旋转薄壳的结构和载荷均相对于轴线具有圆周

对称性，因此，沿圆周方向选取单位宽度的壳带

作为计算对象，其结构力学模型如图 4 所示。
  

T
1

T
1

T
2

T
2

P

图 4　计算模型示意图

Fig. 4    Schematic diagram of the calculation model
 

图 4 所示模型将薄壳弯曲这一复杂的二维力

学问题转化为简单的一维壳带梁问题，忽略了剪

切应力对壳带挠度的影响，因此可采用欧拉−伯
努利梁理论求解壳带梁的弯曲问题。下面，将结

合薄壳理论和欧拉−伯努利梁理论开展一维壳带

梁弯曲问题的分析。

作用于壳带上的力：

1） 均布压力 P，来自于海水的压力；

2）  壳带纵向相邻结构（舱段）船底的压缩力

T1（单位长度上的线载荷）：

T1 =
Pπ
(
R2 sinφ

)2
2πR2 sinφ

=
PR2 sinφ

2
(5)

3）相邻壳带传递的圆周方向压缩力 T2（单位

长度上的线载荷）。

dθ = ds/r

φ
图 5 所示为受力图，其中 。此处，随

着 坐标的变化，r 会有所改变。T2 的合力为

2T2
dθ
2
= T2dθ ≈

T2

r
(6)

  
P

rr

T2
T2

dθ

图 5　受力示意图

Fig. 5    Schematic diagram of the force
  

2.2    弯曲微分方程的建立

壳带上的侧向力 T2 是当壳体在外压力的作

用下产生均匀压缩时，所选取的单位宽度的壳带

与相邻壳带互相挤压而产生。在壳体不同横剖面

上，挠度 w 不同，即压缩变形不同，T2 的大小也随

之变化。由薄壳理论的物理方程，可知

ε0
2 =

1
E

(
σ0

2−µσ0
1

)
ε0

2 σ0
1

σ0
2

T1 = −σ0
1t，T2 = −σ0

2t

式中 ： 为中面环向应变 ； 为中面纵向应力 ；

为中面环向应力；μ 为泊松比；E 为弹性模量。

，其中 t 为薄壳厚度，负号在

此表示压应力。故

ε0
2 =

1
Et

(T2−µT1)

利用几何方程，壳中面沿子午线方向的线应

变为

ε0
2 =

2π (r (x)−w)−2πr (x)
2πr (x)

= − w
r (x)

联立物理方程与几何方程，可得

T2 = −Et
w
r
+µT1 = −Et

w
r
− µ

2
Pr0

式中，r0 为舱段边界处（薄壳端部）平行圆的半径。

参考单跨梁的复杂弯曲，可得壳带的弯曲微

分方程为

DwⅣ
Pr0

2
w′′

Etw
r2
= P
(
1− µr0

2r

)
(7)

w = w (x) r = r (x)

D =
Et3

12(1−µ2)

式中： ，为薄壳任意一点处的挠度； ，

为薄壳任意一点处的旋转半径； ，为

薄壳抗弯刚度。

本文研究的双曲率旋转式薄壳的应用背景

为 UUV，其在纵向范围内的曲率变化不宜太大，

否则将影响薄壳内部空间利用率。结合其工程应

用的尺度范围，可以认为薄壳平行圆半径在舱段

内变化不大。为简化运算，可将基本微分方程中

的平行圆半径 r(x) 作为常数处理。上述微分方程

的解可由一个通解与齐次微分方程的特解组成，

易看出，上述方程的一个特解为

w1 =
P

n2D

(
1− µr0

2r

)
=

Pr2

Et

(
1− µr0

2r

)
齐次微分方程的通解可以写为

w0 =C1chα1xcosα2x+C2shα1 xcosα2x+

C3chα1xsinα2x+C4shα1xsinα2x

其中：

α1 =

√√
1
2

√ Et
r2D
− Pr0

2D


α2 =

√√
1
2

√ Et
r2D
+

Pr0

2D


故壳带微分方程的解为

第 2 期 张二等：双曲旋转薄壳弯曲问题理论计算方法研究 331



w = w0+w1 =C1chα1xcosα2x+C2shα1xcosα2x+

C3chα1xsinα2x+C4shα1xsinα2x+
Pr2

Et

(
1− µr0

2r

)
(8)

式中，C1～C4 由薄壳边界条件确定。式（8）的求

解未限定双曲旋转薄壳母线形式，未限定边界条

件，因而具有通用性。 

3    弯曲模型适应性研究
 

3.1    典型的应力计算方法研究

以两端简支边界条件为例，阐释典型部位应

力的计算方法。将坐标原点置于舱段跨中，由于

薄壳在母线方向的弯曲对称于坐标原点，此时母

线沿轴向的挠曲线具有如下特点：

w (x) = w (−x)

故式（6）可简化为

w =C1chα1xcosα2x+C4shα1xsinα2x+
Pr2

Et

(
1− µr0

2r

)
(9)

x = ±0.5L

w = 0，w′′ = 0

当 时 ，壳带挠度为 0，弯矩为 0，即
，代入式（9），可得(

C1α
2
1−C1α

2
2+2C4α1α2

)
chα1

L
2

cosα2
L
2
+(

−2C1α1α2+C4α
2
1−C4α

2
2

)
shα1

L
2

sinα2
L
2
= 0

C1chα1
L
2

cosα2
L
2
+C4shα1

L
2

sinα2
L
2
+

Pr2

Et

(
1−µr0

2r

)
=0


求解，得

C1 = −
2α1α2m+

(
α2

1−α2
2

)
n

2α1α2 (m2+n2)
j

C4 =
−2α1α2n+

(
α2

1−α2
2

)
m

2α1α2 (m2+n2)
j

其中：

m = chα1
L
2

cosα2
L
2

n = shα1
L
2

sinα2
L
2

j =
Pr2

Et

(
1− µr0

2r

)
对于旋转耐压结构，中面环向应力为平均应

力，属于结构承载能力的标志性应力。同时，考

虑到舱段中部距离边界支撑较远，应力水平偏

高，属于应力薄弱点，故重点关注此处薄壳的应

力水平。该应力计算公式如下：

σ0
2 = Eε0

2+µσ
0
1 = −

Ew
r
+µ
(
−T1

t

)
(10)

 

3.2    典型的应力计算方法适用性分析

基于 ANSYS 数值仿真，验证本文所提双曲旋

转薄壳弯曲模型的正确性。薄壳采用 Shell 181
单元，经网格无关性分析，明确单元大小为 20 mm×
20 mm。施加均布载荷 P，一端简支，一端滑动简

支同时添加轴向集中力 F，F 的计算方法为

F =
Pπr2

0

s

式中，s 为边界处节点数。

有限元模型示意图如图 6 所示。
  

图 6　有限元示意图

Fig. 6    The finite element model
 

利用 ANSYS 开展有限元模型的静强度计算，

选取双曲旋转薄壳跨中中面环向应力为标志性应

力。以椭球形薄壳为例，椭球形薄壳的主尺度如

表 1 所示。
  

表 1    模型主尺度

Table 1    Principal dimensions of the model

方案号 a/mm b/mm l/mm t/mm

1 2 900 290 500 2.9

2 15 000 1 000 1 000 10.0

3 60 000 3 000 1 500 25.0
 

模型载荷 P =  6.75  MPa，弹性模量 E =  2.1×
105 MPa，泊松比 μ = 0.3。表 1 中，双曲旋转薄壳

长度 l 相对较长，其主要目的是减轻边界弯曲变

形引起的局部弯矩对舱段中部应力的影响。将

表 1 中主尺度以及载荷、材料参数等代入式（10），
可得跨中中面环向应力计算结果如表 2 所示。

图 7 所示为表 1 中方案 3 模型的跨中中面环向应

力云图。

以有限元数值计算结果为基准，表 2 中误差

为理论值与有限元值之间的偏差程度。在本文所
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列几个方案中，舱段中部中面环向应力理论值与

数值计算结果之间的最大误差为 2.3%，理论计算

结果与数值计算结果较为接近，表明本文所提理

论计算方法适于分析薄壳的强度问题。
 
 

表 2    典型的应力计算结果

Table 2    Calculation results of typical stress

方案号 理论值/MPa 有限元值/MPa 误差/%

1 672.4 671.5 0.1

2 848.7 841.1 0.9

3 827.1 847.1 −2.3
 

 
 

–847.14 –847.14

Y

X

图 7　方案 3 模型的跨中中面环向应力云图

Fig. 7    Contour plot of circumferential stress on the neutral surface
at the mid-span of Case 3 model

  

4    结　论

本文以双曲旋转薄壳为研究对象，开展了双

曲旋转薄壳弯曲理论模型建立方法研究，主要得

到如下结论：

1） 采用欧拉−伯努利梁理论简化薄壳弯曲问

题，将薄壳弯曲这一复杂的二维力学问题转化为

壳带梁一维力学问题，有效简化了问题求解难

度，这一方法的正确性得以验证。

2） 对于纵向微曲的双曲旋转薄壳结构，通过

限制纵向长度，可有效调整纵向曲率的变化幅

度。例如，对于任意椭球形双曲旋转薄壳，当薄

壳 2L/a≤0.31 时，薄壳纵向曲率变化不超过 5%。

这一结论可有效化简双曲旋转薄壳弯曲微分方程

的求解难度。

3）  本文提出的双曲旋转薄壳跨中中面环向

应力经验公式，经 ANSYS 数值仿真验证，发现理

论值与仿真值之间的误差不超过 2.3%，证明了该

经验公式的准确性。

本文以 UUV 耐压结构应用为背景，提出的双

曲旋转耐压薄壳结构形式具有一定的创新性，提

出的跨中中面环向应力计算方法可用于该型结构

弯曲问题分析及结构优化设计，具有明显的工程

应用价值。
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Theoretical calculation method of hyperbolic rotating
thin shell bending problem

ZHANG Er, MIN Shaosong*, HUA Lin, LIU Cong, Chen Guotao*

College of Naval Architecture and Ocean Engineering, Naval University of Engineering, Wuhan 430033, China

Abstract: ［Objective］In order to analyze the bending characteristics of a hyperbolic rotating thin shell, the
complex two-dimensional mechanical problem is simplified into a one-dimensional bending problem based on
Euler's  Bernoulli  beam theory. ［Method］By analyzing the force and deformation characteristics of  shells
and belt beams, a structural mechanical model is established, and a double curvature rotating thin shell bend-
ing  differential  equation  is  obtained  by  combining  the  physical  equation  of  plate  and  shell  theory  with  the
bending differential equation of a single-span beam. An empirical formula for typical stress is proposed and its
accuracy  verified  by  an  ANSYS-based  simulation. ［Results］The  results  show that  the  error  between  the
simulation and the formula is about 2.3%, which demonstrates the high accuracy of the formula in predicting
typical stress and verifies the correctness of the theoretical calculation method. ［Conclusion］The proposed
method can provide useful references for the design and optimization of similar structure.
Key words: double curvature；bending problem；shell belt；stresses；theoretical calculation
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